
第２期
２０２０年２月

电　　子　　学　　报
ＡＣＴＡＥＬＥＣＴＲＯＮＩＣＡＳＩＮＩＣＡ

Ｖｏｌ．４８　Ｎｏ．２
Ｆｅｂ．　２０２０

收稿日期：２０１８０７２１；修回日期：２０１９０３２８；责任编辑：覃怀银
基金项目：国家自然科学基金（Ｎｏ．１１７０１３３６，Ｎｏ．１１６２６１４４，Ｎｏ．１１６７１２３５）

有限非链环上的自对偶常循环码及其应用

高　健，王永康
（山东理工大学数学与统计学院，山东淄博２５５０００）

　　摘　要：　纠错码是提高信息传输效率与可靠性的重要手段．构造性能良好的线性码类是纠错码研究中的一个基
本问题．本文主要讨论了有限非链环Ｆｑ［ｖ］／（ｖ

ｍ－ｖ）上自对偶常循环码的代数结构，包括Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ自对偶常循环码、
Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶常循环码以及Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶常循环码的极大距离可分（ＭＤＳ）码．本文给出了环Ｆｑ［ｖ］／（ｖ

ｍ－ｖ）上
常循环码是Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ自对偶码的充分条件，以及是 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶码的充要条件，并利用 Ｇｒａｙ映射构造了有限域
Ｆｑ上一些参数较好的自对偶码．特别地，本文得到了有限域Ｆ１９２上一个新的参数为［１６，８，６］的Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶码．
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ｍ－ｖ）．Ｆｕｒｔｈｅｒ，ｓｏｍｅｇｏｏｄｓｅｌｆｄｕａｌ
ｃｏｄｅｓａｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｂｙｔｈｅＧｒａｙｍａｐ．Ｅｓｐｅｃｉａｌｌｙ，ａＨｅｒｍｉｔｉａｎｓｅｌｆｄｕａｌｃｏｄｅｏｖｅｒＦ１９２ｗｉｔｈｐａｒａｍｅｔｅｒｓ［１６，８，６］ｉｓｃｏｎ
ｓｔｒｕｃｔｅｄ．
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１　引言
　　随着现代通讯技术的发展，信息安全技术对整个
人类社会起着越来越重要的作用．信息安全中的一个
重要部分是信息传输的高效性和可靠性．纠错码理论
是提高信息传输效率以及可靠性的重要手段，而构造

性能良好的线性码类是纠错码理论研究中的一个基本

问题．近几年，随着有限域上的编码理论的发展与完善，
编码学者开始考虑环上的编码理论．

有限非链环是一类特殊的有限交换环，因其与有

限域有着密切的联系，近几年该环上的编码理论受到

了国内外编码学者的广泛关注与研究．在文献［１］中，

Ｚｈｕ等研究了环Ｆ２＋ｖＦ２上循环码的代数结构，并通过
Ｆ２＋ｖＦ２到有限域Ｆ２上的Ｇｒａｙ映射构造了一些参数较
好的二元线性码；随后，Ｚｈｕ等又研究了 Ｆｑ＋ｖＦｑ上某
一类常循环码的代数结构，利用 Ｆｑ＋ｖＦｑ到 Ｆｑ的 Ｇｒａｙ
映射构造了有限域 Ｆｑ上一些参数较好的线性码

［２］．
２０１３年，Ｓｈｉ等研究了环 Ｆ２＋ｖＦ２＋ｖ

２Ｆ２上的循环码结
构和该环上线性码的重量计数［３］．有限非链环 Ｆｑ［ｖ］／
（ｖｍ－ｖ）是有限非链环 Ｆ２＋ｖＦ２、Ｆｑ＋ｖＦｑ以及 Ｆ２＋ｖＦ２
＋ｖ２Ｆ２的推广，更具有一般性．２０１６年，作者等研究了
一般有限非链环Ｆｐ［ｖ］／（ｖ

ｍ－ｖ）上循环码的代数结构，
给出了一类具有保持自对偶性的 Ｇｒａｙ映射，并由此构
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造了有限域上一些参数较好的自对偶码［４］．丁健等介
绍了环Ｆ２＋ｕＦ２＋ｕ

２Ｆ２上的常循环码的一些结果
［５］．朱

士信等研究了环Ｚ２ｍ上一类常循环码的挠码，并给出了
常循环码的一些应用［６］．

自对偶码是一类重要的线性码，与很多数学问题

紧密相关，如不变量理论、格理论、组合设计等．基于此，
构造参数较好的自对偶码成为纠错码理论研究中的一

个热点问题．目前，已有很多文献和方法致力于研究和
构造有限域或有限环上参数较好的自对偶码．Ｂｅｔｓｕｍｉｙａ
和Ｈａｒａｄａ构造了 Ｆ２×Ｆ２上基于 Ｈａｍｍｉｎｇ重量的自对
偶码［７］；Ｋｉｍａ和Ｌｅｅ构造了大域上的一些 Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ与
Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶 ＭＤＳ码［８］；在文献［９］中，Ｑｉａｎ和 Ｍａ
研究了有限链环上的自对偶码；施敏加等研究了环 Ｆ２
＋ｕＦ２＋… ＋ｕ

ｍ－１Ｆ２上的常循环自对偶码
［１０］．２０１５年，

Ｙａｎｇ和Ｃａｉ研究了有限域上的Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶常循环
码的存在性［１１］；近期，Ｌｉｕ等研究了有限非链环 Ｆｑ２ ＋
ｖＦｑ２上的Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶常循环码的代数结构

［１２］．
在本文中，主要研究一般有限非链环Ｆｑ［ｖ］／（ｖ

ｍ－
ｖ）上自对偶常循环码的代数结构，包括 Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ自对
偶常循环码、Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶常循环码以及 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ
自对偶码常循环 ＭＤＳ码，给出了环 Ｆｑ［ｖ］／（ｖ

ｍ－ｖ）上
的常循环码是 Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ自对偶码的充分条件，是 Ｈｅｒ
ｍｉｔｉａｎ自对偶码的充要条件，并利用Ｇｒａｙ映射构造了有
限域Ｆｑ上一些参数较好的自对偶码．

２　环Ｆｑ［ｖ］／（ｖ
ｍ－ｖ）上的常循环码

　　设Ｒ＝Ｆｑ［ｖ］／（ｖ
ｍ－ｖ）＝｛ａ０＋ａ１ｖ＋… ＋ａｍ－１ｖ

ｍ－１｜
ａｉ∈Ｆｑ，ｉ＝０，１，…，ｍ－１｝，其中 ｑ是素数的方幂，ｖ

ｍ＝ｖ
且正整数ｍ－１整除 ｑ－１．因此，ｖｍ－ｖ＝（ｖ－ｋ０）（ｖ－
ｋ１）…（ｖ－ｋｍ－１），其中 ｋ０，ｋ１，…，ｋｍ－１∈Ｆｑ，ｋ０＝０．环 Ｒ
是一个有限交换非链环，它的每个理想都是主理想生

成的．这些理想中有ｍ个是极大理想，分别是〈ｖ－ｋ０〉，
〈ｖ－ｋ１〉，…，〈ｖ－ｋｍ－１〉．

设ｆｉ＝ｖ－ｋｉ以及 ｆ^１＝（ｖ
ｍ－ｖ）／ｆｉ，则ｆｉ和 ｆ^ｉ在Ｆｑ上

是互素的，即存在Ｆｑ［ｖ］中的多项式ｍｉ和ｔｉ使得ｍｉｆｉ＋

ｔｉ^ｆｉ＝１．设ｅｉ＝ｔｉ^ｆｉ＋〈ｖ
ｍ－ｖ〉，则 ｅ２ｉ＝ｅｉ，∑

ｍ－１

ｉ＝０
ｅｉ＝１，以及

对于任意的ｉ≠ｔ有 ｅｉｅｔ＝０，即 ｅｉ是幂等元，ｉ＝０，１，…，
ｍ－１．故环 Ｒ中任意的元素 ｒ可以唯一的表示为 ｒ＝
ｅ０ｒ０＋ｅ１ｒ１＋…＋ｅｍ－１ｒｍ－１，ｒｉ∈Ｆｑ，ｉ＝０，１，…，ｍ－１．为书
写方便，将 Ｒ中的元素 ａ０＋ａ１ｖ＋… ＋ａｍ－１ｖ

ｍ－１看成 Ｆｑ
上一个关于ｖ的多项式，用ａ（ｖ）表示．

设Ｒｎ为环Ｒ上的秩为ｎ的自由模，码Ｃ是Ｒｎ的一
个非空子集合．如果Ｃ是Ｒｎ的一个Ｒ子模，则称Ｃ是Ｒ
上码长为ｎ的线性码．在本文中，均假设码 Ｃ是环 Ｒ上

码长为ｎ的线性码．对 ｃ＝（ｃ０，ｃ１，…，ｃｎ－１）∈Ｃ，称 ｃ为
Ｃ的一个码字．码字 ｃ的 Ｈａｍｍｉｎｇ重量 ｗｔ（ｃ）定义为 ｃ
中非零分量的个数．码 Ｃ的极小 Ｈａｍｍｉｎｇ距离定义为
ｄ（Ｃ）＝ｍｉｎ｛ｗｔ（ｃ）｜０≠ｃ∈Ｃ｝．环 Ｒ上一个参数为（ｎ，
Ｍ＝｜Ｒ｜ｋ，ｄ）的线性码，如果满足 ｄ＝ｎ－ｋ＋１，则称这
个码为极大距离可分码（ＭＤＳ码），其中 ｄ是码 Ｃ的极
小Ｈａｍｍｉｎｇ距离．

对任意的ａ（ｖ）＝ａ０＋ａ１ｖ＋…＋ａｍ－１ｖ
ｍ－１＝ｅ０ａ（ｋ０）

＋ｅ１ａ（ｋ１）＋…＋ｅｍ－１ａ（ｋｍ－１）∈Ｒ，用Ｆｑ上长度为 ｍ的
向量ａ来表示，即ａ＝（ａ（ｋ０），ａ（ｋ１），…，ａ（ｋｍ－１））．设
ＧＬｍ（Ｆｑ）为有限域 Ｆｑ上所有 ｍ阶可逆矩阵构成的集
合．定义一个Ｒ到Ｆｍｑ映射φ如下

φ：Ｒ→Ｆｍｑ，
ａ＝（ａ（ｋ０），ａ（ｋ１），…，ａ（ｋｍ－１））｜→ （ａ（ｋ０），ａ（ｋ１），…，
ａ（ｋｍ－１））Ｍ．

显然，φ是一个 Ｆｑ模同构．为书写方便，将（ａ（ｋ０），
ａ（ｋ１），…，ａ（ｋｍ－１））Ｍ简记为ａＭ．类似地，将映射 φ扩
展到Ｒｎ到Ｆｍｎｑ 如下

Φ：Ｒｎ→Ｆｍｎｑ，
（ａ０，ａ１，…，ａｎ－１）｜→ （ａ０Ｍ，ａ１Ｍ，…，ａｎ－１Ｍ）．

这个从Ｒｎ到Ｆｍｎｑ 的Ｆｑ模同构映射Φ称为Ｇｒａｙ映射．
对任意的元素ａ＝（ａ（ｋ０），ａ（ｋ１），…，ａ（ｋｍ－１））∈

Ｒ，向量 ａＭ的 Ｈａｍｍｉｎｇ重量定义为元素 ａ的 Ｇｒａｙ重
量，即ｗｔＧ（ａ）＝ｗｔ（ａＭ）．Ｒ

ｎ中任意一个向量的Ｇｒａｙ重
量定义为它的每个分量的 Ｇｒａｙ重量之和．对任意两个
不同的码字 ｃ１，ｃ２∈Ｃ，它们之间的 Ｇｒａｙ距离定义为
ｄＧ（ｃ１，ｃ２）＝ｗｔＧ（ｃ１－ｃ２）．码Ｃ的极小 Ｇｒａｙ距离定义为
Ｃ中任意两个码字之间 Ｇｒａｙ距离的最小值．显然，当 Ｃ
是线性码时，ｄＧ（Ｃ）＝ｍｉｎ｛ｄＧ（ｃ）｜ｃ∈Ｃ｝．Ｇｒａｙ映射 Φ
具有从Ｃ到Φ（Ｃ）的保重和保距性质，即若Ｃ是Ｒ上极
小Ｇｒａｙ距离为 ｄ的线性码，则Φ（Ｃ）是有限域 Ｆｑ上极
小Ｈａｍｍｉｎｇ距离为ｄ的线性码．

下面，讨论环Ｒ上常循环的一些结构性质．
对任意的ｉ＝０，１，…，ｍ－１，定义集合
Ｃｉ＝｛ｘｉ∈Ｆ

ｎ
ｑ｜ｘ０，…，ｘｉ－１，ｘｉ＋１，…，ｘｍ－１∈Ｆ

ｎ
ｑ，

ｅ０ｘ０＋ｅ１ｘ１＋…＋ｅｍ－１ｘｍ－１∈Ｃ｝，
则Ｃｉ是有限域Ｆｑ上码长为ｎ的线性码，并且线性码 Ｃ
可以唯一的表示为

Ｃ＝ｅ０Ｃ０ｅ１Ｃ１…ｅｍ－１Ｃｍ－１．
设Ｇ为Ｃ的一个生成矩阵，则 Ｃ作为 Ｒｎ的 Ｆｑ线性子
空间，矩阵Ｇ可以表示为

Ｇ＝

ｅ０Ｇ０
ｅ１Ｇ１


ｅｍ－１Ｇｍ











－１

，

７９２
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其中Ｇ０，Ｇ１，…，Ｇｍ－１分别是线性码Ｃ０，Ｃ１，…，Ｃｍ－１在有
限域Ｆｑ上的生成矩阵．另外，根据文献［４］的内容有，
如果Ｃ＝ｅ０Ｃ０ｅ１Ｃ１…ｅｍ－１Ｃｍ－１是环 Ｒ上码长为ｎ，

码字个数为ｑ∑
ｍ－１

ｉ＝０
ｋｉ，极小Ｇｒａｙ距离为ｄ的线性码，则Ｃ的

Ｇｒａｙ映射象Φ（Ｃ）是有限域Ｆｑ上的一个码长为ｍｎ，维

数为∑
ｍ－１

ｉ＝０
ｋｉ，极小Ｈａｍｍｉｎｇ距离为ｄ的线性码，即Φ（Ｃ）

是Ｆｑ [上的一个 ｍｎ，∑
ｍ－１

ｉ＝０
ｋｉ， ]ｄ 线性码，其中 ｋｉ是线性

码Ｃｉ的维数．
对任意一个码字（ｃ０，ｃ１，…，ｃｎ－１）∈Ｃ，设 λ∈Ｒ是

一个单位，如果（λｃｎ－１，ｃ０，…，ｃｎ－２）∈Ｃ，则称 Ｃ是 Ｒ上
码长为ｎ的λ常循环码．设Ｒ［Ｘ］为Ｒ上以Ｘ为变量的
多项式环，定义映射Φｎ如下

Φｎ：Ｒ
ｎ→Ｒｎ＝Ｒ［Ｘ］／（Ｘ

ｎ－λ），
（ｃ０，ｃ１，…，ｃｎ－１） ｃ０＋ｃ１Ｘ＋…＋ｃｎ－１Ｘ

ｎ－１．
显然，Φｎ是一个 Ｒ模同构，从而 Ｒ上码长为 ｎ的 λ常
循环码可以看作商环Ｒｎ的一个理想．
　　引理１　设λ＝ａ（ｖ）是Ｒ中的一个元素，则 λ是 Ｒ
中的单位当且仅当 ａ（ｋｉ）≠０（ｍｏｄｑ），其中 ｉ＝０，１，…，
ｍ－１．
　　证明　由中国剩余定理得，λ是Ｒ中的一个单位
ａ（ｋｉ）是Ｆｑ上的单位ａ（ｋｉ）≠０（ｍｏｄｑ），其中 ｉ＝０，１，
…，ｍ－１．

注１　在下文中，均假定 λ＝ａ（ｖ）是环 Ｒ中的
单位．
　　引理２　线性码Ｃ＝ｅ０Ｃ０ｅ１Ｃ１…ｅｍ－１Ｃｍ－１是Ｒ
上的λ常循环码当且仅当对任意的 ｉ＝０，１，…，ｍ－１，
Ｃｉ是有限域Ｆｑ上的ａ（ｋｉ）常循环码．

　　证明　设（ｃｉ，０，ｃｉ，１，…，ｃｉ，ｎ－１）∈Ｃｉ且 ｃｊ＝∑
ｍ－１

ｉ＝０
ｅｉｃｉｊ，

其中ｊ＝０，１，…，ｎ－１，则向量（ｃ０，ｃ１，…，ｃｎ－１）∈Ｃ．由于
Ｃ是λ常循环码，则（λｃｎ－１，ｃ０，…，ｃｎ－２）∈Ｃ．注意到

（λｃｎ－１，ｃ０，…，ｃｎ－２）＝∑
ｍ－１

ｉ＝０
ｅｉ（ａ（ｋｉ）ｃｉ，ｎ－１，ｃｉ，０，…，ｃｉ，ｎ－２）．

由Ｒ上线性码的分解表示唯一性，有（ａ（ｋｉ）ｃｉ，ｎ－１，ｃｉ，０，
…，ｃｉ，ｎ－２）∈Ｃｉ，即Ｃｉ是Ｆｑ上的ａ（ｋｉ）常循环码．

反之，假设对任意的ｉ＝０，１，…，ｍ－１线性码Ｃｉ为
Ｆｑ上的ａ（ｋｉ）常循环码．取（ｃ０，ｃ１，…，ｃｎ－１）∈Ｃ，其中 ｃｊ

＝∑
ｍ－１

ｉ＝０
ｅｉｃｉｊ，ｊ＝０，１，…，ｎ－１，则向量（ｃｉ，０，ｃｉ，１，…，ｃｉ，ｎ－１）

∈Ｃｉ．注意到
　　　　（λｃｎ－１，ｃ０，…，ｃｎ－２）

　＝∑
ｍ－１

ｉ＝０
ｅｉ（ａ（ｋｉ）ｃｉ，ｎ－１，ｃｉ，０，…，ｃｉ，ｎ－２）

　∈ｅ０Ｃ０ｅ１Ｃ１…ｅｍ－１Ｃｍ－１

＝Ｃ．
故线性码Ｃ是Ｒ上的λ常循环码．

下面，将λ常循环码 Ｃ与商环 Ｒｎ的理想等同．由
引理２，有以下结果．
　　定理１　设线性码 Ｃ＝ｅ０Ｃ０ｅ１Ｃ１…ｅｍ－１Ｃｍ－１
是Ｒ上码长为ｎ的λ常循环码，则存在Ｒ［Ｘ］中的多项
式ｇ（Ｘ）｜（Ｘｎ－λ）使得 Ｃ＝〈ｇ（Ｘ）〉，其中 ｇ（Ｘ）

＝∑
ｍ－１

ｉ＝０
ｅｉｇｉ（Ｘ）且ｇｉ（Ｘ）是ａ（ｋｉ）常循环码Ｃｉ的生成多

项式．
　　证明　设Ｄ是Ｒ上码长为ｎ的λ常循环码且Ｄ＝

＜∑
ｍ－１

ｉ＝０
ｅｉｇｉ（Ｘ）＞．显然，ＤＣ．另外，由于 ｅｉＣｉ＝ｅｉＤ，有

ＣＤ．故Ｃ＝＜∑
ｍ－１

ｉ＝０
ｅｉｇｉ（Ｘ）＞．由有限域上的常循环码

理论知，对任意的 ｉ＝０，１，…，ｍ－１，多项式 ｇｉ（Ｘ）整除
Ｘｎ－ａ（ｋｉ）．因此存在 Ｆｑ上的多项式ｈｉ（Ｘ）使得 Ｘ

ｎ－
ａ（ｋｉ）＝ｇｉ（Ｘ）ｈｉ（Ｘ）．故有

∑
ｍ－１

ｉ＝０
（ｅｉｇｉ（Ｘ））∑

ｍ－１

ｉ＝０
ｅｉｈｉ（Ｘ）＝Ｘ

ｎ－∑
ｍ－１

ｉ＝０
ｅｉａ（ｋｉ）

＝Ｘｎ－λ，

即∑
ｍ－１

ｉ＝０
ｅｉｇｉ（Ｘ）是Ｘ

ｎ－λ的因式．

３　环 Ｆｑ［ｖ］／（ｖ
ｍ－ｖ）上的 Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ自对偶

常循环码

　　设ｘ＝（ｘ０，ｘ１，…，ｘｎ－１），ｙ＝（ｙ０，ｙ１，…，ｙｎ－１）∈Ｒ
ｎ，

定义Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ内积为

ｘ·ｙ＝ｘｙΤ＝∑
ｎ－１

ｉ＝０
ｘｉｙｉ．

线性码Ｃ的Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ对偶码Ｃ⊥定义为Ｃ⊥ ＝｛ｘ∈Ｒｎ｜ｘ
·ｃ＝０，ｃ∈Ｃ｝．如果 ＣＣ⊥，则称 Ｃ是 Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ自
正交的；如果Ｃ＝Ｃ⊥，则称Ｃ是Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ自对偶的．

自对偶码是一类重要的线性码类，有着重要的应

用．下面，将讨论环 Ｒ上的 Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ自对偶常循环码，
并由此构造有限域上一些参数较好的自对偶码．
　　引理３［４］　设 Ｃ＝ｅ０Ｃ０ｅ１Ｃ１…ｅｍ－１Ｃｍ－１是 Ｒ
上码长为ｎ的线性码，则

Ｃ⊥ ＝ｅ０Ｃ
⊥
０ｅ１Ｃ

⊥
１…ｅｍ－１Ｃ

⊥
ｍ－１．

另外，Ｃ是Ｒ上的 Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ自对偶码当且仅当 Ｃ０，Ｃ１，
…，Ｃｍ－１均是Ｆｑ上码长为ｎ的Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ自对偶码．
　　定理２　设线性码 Ｃ＝ｅ０Ｃ０ｅ１Ｃ１…ｅｍ－１Ｃｍ－１
是Ｒ上码长为ｎ的 λ常循环码，则它的 Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ对偶

码Ｃ⊥是Ｒ上码长为ｎ的λ－１常循环码，其中λ－１＝∑
ｍ－１

ｉ＝０

ｅｉａ（ｋｉ）－１．
　　证明　由引理２，Ｃｉ是有限域 Ｆｑ上的 ａ（ｋｉ）常循

８９２
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环码．因此，Ｃ⊥ｉ 是有限域Ｆｑ上的ａ（ｋｉ）
－１常循环码．由

引理３得，Ｃ⊥是 Ｒ上码长为 ｎ的 λ－１常循环码，其中

λ－１＝∑
ｍ－１

ｉ＝０
ｅｉａ（ｋｉ）－１．

下面，给出 Ｒ上码长为 ｎ的 λ常循环码 Ｃ是 Ｅｕ
ｃｌｉｄｅａｎ自对偶码的充分条件．
　　定理３　设线性码 Ｃ＝ｅ０Ｃ０ｅ１Ｃ１…ｅｍ－１Ｃｍ－１
是Ｒ上码长为ｎ的λ常循环码，若它是 Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ自对
偶码，则必有λ＝λ－１．
　　证明　根据 Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ自对偶码的定义以及定理
２，结论显然成立．

环Ｒ上的Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ自对偶常循环码可以用来构造
有限域上参数较好的Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ自对偶码．首先，需要如
下的引理．
　　引理４［４］　设线性码 Ｃ是环 Ｒ上码长为 ｎ的 Ｅｕ
ｃｌｉｄｅａｎ自对偶码．令 Ｍ∈ＧＬｍ（Ｆｑ）且 ＭＭ

⊥ ＝μＩｍ，其中
μ∈Ｆｑ ＝Ｆｑ＼｛０｝以及Ｉｍ为Ｆｑ上的ｍ阶单位矩阵，则线
性码Φ（Ｃ）是Ｆｑ上码长为ｍｎ的Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ自对偶码．

由引理４、环 Ｒ上的 Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ常循环自对偶码以
及环Ｒ到有限域 Ｆｑ上的 Ｇｒａｙ映射，可以构造 Ｆｑ上一
些参数较好的Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ自对偶码．
　　例１　设Ｒ＝Ｆ１１［ｖ］／（ｖ

３－ｖ），其中 ｖ３＝ｖ．另外，设
Ｃ＝（１－ｖ２）Ｃ０＋６（ｖ

２＋ｖ）Ｃ１＋６（ｖ
２－ｖ）Ｃ２是环 Ｒ上码

长为４的１０常循环码，则由引理２知，Ｃｉ，ｉ＝０，１，２，均
是Ｆ１１上码长为４的负循环码．设Ｃｉ的生成矩阵分别为

Ｇ０＝
１０ ３ １ ０( )０ １０ ３ １

，Ｇ１＝
１０ ３ １ ０( )０ １０ ３ １

，

Ｇ２＝
１０ ８ １ ０( )０ １０ ８ １

，

则Ｇ＝

ｅ０Ｇ０
ｅ１Ｇ１
ｅ２Ｇ









２

是Ｃ作为Ｒ４的一个Ｆ１１线性子空间的生

成矩阵且Ｃ是一个Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ自对偶１０常循环码．取Ｍ

＝
９ ２ １
１０ ９ ２









２ １ ２
∈ＧＬ３（Ｆ１１），则 ＭＭ

Τ＝
９ ０ ０
０ ９ ０









０ ０ ９
．令 Φ

为可逆矩阵Ｍ定义的Ｇｒａｙ映射，则Φ（Ｃ）为有限域Ｆ１１
上参数为［１２，６，５］的Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ自对偶码．
　　例２　设Ｒ＝Ｆ１３［ｖ］／（ｖ

３－ｖ），其中 ｖ３＝ｖ．另外，设
Ｃ＝（１－ｖ２）Ｃ０＋７（ｖ

２＋ｖ）Ｃ１＋７（ｖ
２－ｖ）Ｃ２是环 Ｒ上码

长为６的１２常循环码，则由引理２知，Ｃｉ，ｉ＝０，１，２，均
是Ｆ１３上码长为６的负循环码．设Ｃｉ的生成矩阵分别为

Ｇ０＝
６ ９ ５ １ ０ ０
０ ６ ９ ５ １ ０









０ ０ ６ ９ ５ １
，Ｇ１＝

６ ９ ５ １ ０ ０
０ ６ ９ ５ １ ０









０ ０ ６ ９ ５ １
，

Ｇ２＝
１１ ３ ８ １ ０ ０
０ １１ ３ ８ １ ０









０ ０ １１ ３ ８ １
，

则Ｇ＝

ｅ０Ｇ０
ｅ１Ｇ１
ｅ２Ｇ









２

是Ｃ作为Ｒ６的一个Ｆ１３线性子空间的生

成矩阵且Ｃ是一个Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ自对偶１２常循环码．取Ｍ

＝
１１ ２ １
１２ １１ ２









２ １ ２
∈ＧＬ３（Ｆ１３），则 ＭＭ

Τ＝
９ ０ ０
０ ９ ０









０ ０ ９
．令

Φ为可逆矩阵Ｍ定义的 Ｇｒａｙ映射，则 Φ（Ｃ）为有限域
Ｆ１３上参数为［１８，９，７］的Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ自对偶码．

４　环Ｆｐ２［ｖ］／（ｖ
ｍ－ｖ）上的 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶

常循环码

　　在本节中，令ｑ＝ｐ２，即Ｒ＝Ｆｐ２［ｖ］／（ｖ
ｍ－ｖ）．设ａ＝

（ａ０，ａ１，…，ａｎ－１），ｂ＝（ｂ０，ｂ１，…，ｂｎ－１）∈Ｒ
ｎ，定义它们

的Ｈｅｒｍｉｔａｉｎ内积为

〈ａ，ｂ〉＝∑
ｎ－１

ｉ＝０
ａｉｂ

ｐ
ｉ．

线性码Ｃ的Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ对偶码Ｃ⊥Ｈ定义为Ｃ⊥Ｈ {＝ ａ∈Ｒｎ

〈ａ，ｃ〉＝∑
ｎ－１

ｉ＝０
ａｉｃ

ｐ
ｉ＝０，ｃ∈ }Ｃ ．如果 ＣＣ⊥Ｈ则称 Ｃ

是Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自正交的；如果Ｃ＝Ｃ⊥Ｈ，则称Ｃ１是Ｈｅｒｍｉ
ｔｉａｎ自对偶的．对任意的 ｃ＝（ｃ０，ｃ１，…，ｃｎ－１）∈Ｃ，定义
ｃｐ＝（ｃｐ０，ｃ

ｐ
１，…，ｃ

ｐ
ｎ－１）．同样地，对 Ｍ＝（ｍｉｊ）０≤ｉ，ｊ≤ｎ－１∈

ＧＬｍ（Ｆｐ２），定义Ｍ
ｐ＝（ｍｐｉｊ）０≤ｉ，ｊ≤ｎ－１．

首先，回顾有限域Ｆｑ２上 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶常循环码
的一些结果［１１］．

设α∈Ｆｑ２，ｒ＝ｏｒｄｑ２（α），Ｃ是 Ｆｑ２上的 α常循环码，
则ｒ｜（ｑ２－１）．如果 Ｃ是一 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶码，则有
ｒ｜（ｑ＋１）．定义Ｏｒ，ｎ（１）＝｛ｉｒ＋１｜０≤ｉ≤ｎ－１｝（ｍｏｄｒｎ）
Ｚｒ，ｎ．如果ＴＯｒ，ｎ（１）是一些 ｑ

２分圆陪集的并，则用
ＣＴ表示Ｆｑ２上定义集为Ｔ的α常循环码．
　　引理５［１１］　设ＴＯｒ，ｎ（１）是α常循环码ＣＴ的定义
集，珔Ｔ＝－ｑ［Ｏｒ，ｎ（１）＼Ｔ］是α

－ｑ常循环码Ｃ⊥Ｈ

Ｔ 的定义集，

则ＣＴ是Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶常循环码当且仅当珔Ｔ＝Ｔ．
下面介绍环Ｒ上的Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶常循环码．

　　定理４　设 Ｃ＝ｅ０Ｃ０ｅ１Ｃ１…ｅｍ－１Ｃｍ－１是 Ｒ上
码长为ｎ的λ常循环码，则

（１）Ｃ的Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ对偶码为
Ｃ⊥Ｈ＝ｅ０Ｃ

⊥Ｈ
０ ｅ１Ｃ

⊥Ｈ
１ …ｅｍ－１Ｃ

⊥Ｈｍ－１．
另外，对任意ｉ＝０，１，…，ｍ－１，有Ｃ⊥Ｈｉ 是Ｆｐ２上码长为ｎ
的ａ（ｋｉ）

－ｐ常循环码且Ｃ⊥Ｈ是 Ｒ上码长为 ｎ的 λ－ｐ常

循环码，其中λ－ｐ＝∑
ｍ－１

ｉ＝０
ｅｉａ（ｋｉ）

－ｐ．

（２）Ｃ是Ｒ上码长为 ｎ的 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶码当且
仅当Ｃ０，Ｃ１，…，Ｃｍ－１均是Ｆｐ２上码长为 ｎ的 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自

９９２
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对偶码．
　　证明

（１）首先，证明
Ｃ⊥Ｈ＝ｅ０Ｃ

⊥Ｈ
０ ｅ１Ｃ

⊥Ｈ
１ …ｅｍ－１Ｃ

⊥Ｈｍ－１．
定义集合

Ｄ⊥Ｈｉ ＝｛ｘｉ∈Ｆ
ｎ
ｐ｜ｘ０，…，ｘｉ－１，ｘｉ＋１，…，ｘｍ－１∈Ｆ

ｎ
ｐ，

ｅ０ｘ０＋ｅ１ｘ１＋…＋ｅｍ－１ｘｍ－１∈Ｃ
⊥Ｈ｝，

则有Ｃ⊥Ｈ＝ｅ０Ｄ
⊥Ｈ
０ ｅ１Ｄ

⊥Ｈ
１ …ｅｍ－１Ｄ

⊥Ｈ
ｍ－１．显然，对任意

的ｉ＝０，１，…，ｍ－１，有 Ｄ⊥Ｈｉ Ｃ
⊥Ｈ
ｉ ．设 ｃｉ∈Ｃ

⊥Ｈ
ｉ ，则对任

意的ｘｉ∈Ｃｉ存在ｘ０，ｘ１，…，ｘｉ－１，ｘｉ＋１，…，ｘｍ－１∈Ｆ
ｎ
ｐ使得

〈ｃｉ，（ｅ０ｘ０＋ｅ１ｘ１＋…＋ｅｍ－１ｘｍ－１）〉＝０．令 ｃ＝ｅ０ｘ０＋ｅ１ｘ１
＋…＋ｅｍ－１ｘｍ－１∈Ｃ，则〈ｅｉｃｉ，ｃ〉＝０．因此 ｅｉｃｉ∈Ｃ

⊥Ｈ．由
环Ｒ上线性码分解表示的唯一性，有 ｃｉ∈Ｄ

⊥Ｈ
ｉ 即 Ｃ

⊥Ｈ
ｉ

Ｄ⊥Ｈｉ ．
其次，证明Ｃ⊥Ｈｉ 是Ｆｐ２上码长为 ｎ的 ａ（ｋｉ）

－ｐ常循
环码．因为Ｃ＝ｅ０Ｃ０ｅ１Ｃ１…ｅｍ－１Ｃｍ－１是Ｒ上码长为
ｎ的λ常循环码，根据引理２，有 Ｃｉ是 Ｆｐ２上的ａ（ｋｉ）常
循环码．从而 Ｃ⊥Ｈｉ 是 Ｆｐ２上码长为 ｎ的ａ（ｋｉ）

－ｐ常循环
码，ｉ＝０，１，…，ｍ－１．

最后，证明Ｃ⊥Ｈ是一个λ－ｐ常循环码．通过前面的证
明过程，得到Ｃ的Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ对偶码Ｃ⊥Ｈ是Ｒ上码长为ｎ

的∑
ｍ－１

ｉ＝０
ｅｉａ（ｋｉ）

－ｐ常循环码，令λ－ｐ＝∑
ｍ－１

ｉ＝０
ｅｉａ（ｋｉ）

－ｐ，结论

得证．
（２）显然，对任意的 ｉ＝０，１，…，ｍ－１，如果 Ｃｉ是

Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶的，则 Ｃ也是 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶的．另
外，如果Ｃ是 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶的，则 Ｃｉ是 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自
正交的，即 ＣｉＣ

⊥Ｈ
ｉ ．事实上 Ｃｉ＝Ｃ

⊥Ｈ
ｉ ．否则，存在 ｘｉ∈

Ｃ⊥Ｈｉ ＼Ｃｉ以及ｘ０∈Ｃ０，…，ｘｉ－１∈Ｃｉ－１，ｘｉ＋１∈Ｃｉ＋１，…，ｘｍ－１
∈Ｃｍ－１使得
〈ｅ０ｘ０＋…＋ｅｍ－１ｘｍ－１，ｅ０ｘ０＋…＋ｅｍ－１ｘｍ－１〉≠０．

这与Ｃ是 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶的矛盾．因此 Ｃｉ是有限域
Ｆｐ２上的Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶码．

接下来，给出Ｒ上码长为 ｎ的常循环码 ＣＴ是 Ｈｅｒ
ｍｉｔｉａｎ自对偶常循环码的充要条件．
　　定理５　设ＴｉＯｒ，ｎ（１）是ａ（ｋｉ）常循环码ＣＴｉ的定

义集，珔Ｔｉ＝－ｐ［Ｏｒ，ｎ（１）＼Ｔｉ］是ａ（ｋｉ）
－ｐ常循环码 Ｃ⊥ＨＴｉ的

定义集，则 ＣＴ＝ｅ０ＣＴ０ｅ１ＣＴ１…ｅｍ－１ＣＴｍ－１是 Ｈｅｒｍｉ

ｔｉａｎ自对偶λ常循环码当且仅当 珔Ｔｉ＝Ｔｉ，ｉ＝０，１，…，ｍ
－１．
　　证明　由定理４和引理５，ＣＴ＝ｅ０ＣＴ０ｅ１ＣＴ１…
ｅｍ－１ＣＴｍ－１是Ｒ上码长为ｎ的Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶码λ常循

环码ＣＴ０，ＣＴ１，…，ＣＴｍ－１均是 Ｆｐ２上码长为 ｎ的 Ｈｅｒｍｉ

ｔｉａｎ自对偶码珔Ｔｉ＝Ｔｉ，ｉ＝０，１，…，ｍ－１．

　　例３　设ｐ２＝１３２，ｎ＝４，ｒ＝２．考虑 Ｆ１３２上码长为４
的ω８１常循环码，其中 ω是 Ｆ１３２中的一个本原元．显然
ｒ｜（ｐ＋１），Ｏ２，４（１）＝｛１，３，５，７｝．设 Ｔｉ＝｛３，５｝，则 珔Ｔｉ＝
－１３［Ｏ２，４（１）＼Ｔ］＝｛３，５｝（ｍｏｄ８），其中ｉ＝０，１，２，３．由
定理４和定理５，

ＣＴ＝（１－ｖ
３）ＣＴ０＋

（ｖ３＋ｖ２＋ｖ）
３ ＣＴ１＋

（ｖ３＋３ｖ２＋９ｖ）
３ ＣＴ２

＋（ｖ
３＋９ｖ２＋３ｖ）
３ ＣＴ３

是一个码长为４的Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶ω８４常循环码．
类似于引理４，环 Ｒ上的 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶常循环

码也可以用来构造有限域上参数较好的 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对
偶码．首先，给出如下的一个引理．
　　引理６　设线性码 Ｃ是环 Ｒ上码长为 ｎ的 Ｈｅｒｍｉ
ｔｉａｎ自对偶码．令 Ｍ∈ＧＬｍ（Ｆｐ２）且 Ｍ（Ｍ

ｐ）Τ＝μＩｍ，其
中μ∈Ｆｐ２以及 Ｉｍ为 Ｆｐ２上的 ｍ阶单位矩阵，则线性码
Φ（Ｃ）是Ｆｐ２上码长为ｍｎ的Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶码．
　　证明　对线性码Φ（Ｃ）中任意的两个码字ｃ＝（ｃ０，
ｃ１，…，ｃｍｎ－１）以及ｄ＝（ｄ０，ｄ１，…，ｄｍｎ－１），存在线性码 Ｃ
中的两个码字ｘ＝（ｘ０，ｘ１，…，ｘｎ－１）以及 ｙ＝（ｙ０，ｙ１，…，
ｙｎ－１）使得 ｃ＝（ｘ０Ｍ，ｘ１Ｍ，…，ｘｎ－１Ｍ），ｄ＝（ｙ０Ｍ，ｙ１Ｍ，

…，ｙｎ－１Ｍ）．因此，〈ｃ，ｄ〉＝∑
ｎ－１

ｊ＝０
ｘｊＭ（Ｍ

ｐ）Τｙｐｊ．由于 Ｍ

（Ｍｐ）Τ＝μＩｍ，因此〈ｃ，ｄ〉＝μ∑
ｎ－１

ｊ＝０
ｘｊｙ

ｐ
ｊ．又因为 Ｃ是 Ｈｅｒ

ｍｉｔｉａｎ自对偶的，故〈ｘ，ｙ〉＝∑
ｎ－１

ｊ＝０
ｘｊｙ

ｐ
ｊ＝０．从而〈ｃ，ｄ〉＝

０，即Φ（Ｃ）是 Ｆｐ２上码长为 ｍｎ的 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自正交码．
又因为Φ是Ｒｎ上的Ｆｐ２模同构，因此｜Ｃ｜＝｜Φ（Ｃ）｜＝
（ｐ２ｍ）ｎ／２＝ｐｍｎ．故Φ（Ｃ）是Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶的．
　　例４　设Ｒ＝Ｆ１１２［ｖ］／（ｖ

２－ｖ），其中ｖ２＝ｖ．另外，设
ＣＴ＝（１－ｖ）ＣＴ０＋ｖＣＴ１是码长为 ４的 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶

ω６０常循环码，其中 ω是 Ｆ１１２中的一个本原元，ＣＴｉ分别

是以Ｔｉ＝｛１，３｝为定义集的常循环码．ＣＴｉ的生成多项式

均是ｇｉ（ｘ）＝（ｘ－ω
１５）（ｘ－ω４５）＝ｘ２＋８ｘ＋１０，ｉ＝０，１．

取 Ｍ＝
１ １( )－１ １

∈ＧＬ２（Ｆ１１２），则 Ｍ（Ｍ
ｐ）Τ＝

２ ０( )０ ２
．

令Φ为可逆矩阵Ｍ定义的 Ｇｒａｙ映射，则Φ（Ｃ）为有限
域Ｆ１１２上参数为［８，４，３］的 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶码．而文献
［１１］只是证明了有限域Ｆ１１２上参数为［８，４，３］的Ｈｅｒ
ｍｉｔｉａｎ自对偶码的存在性．
　　例５　设Ｒ＝Ｆ１９２［ｖ］／（ｖ

４－ｖ），其中ｖ４＝ｖ．另外，设

ＣＴ＝（１－ｖ
３）ＣＴ０＋

（ｖ３＋ｖ２＋ｖ）
３ ＣＴ１＋

（ｖ３＋７ｖ２＋１１ｖ）
３ ＣＴ２

＋（ｖ
３＋１１ｖ２＋７ｖ）

３ ＣＴ３

００３
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是码长为４的 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶 ω１８０常循环码，其中 ω
是Ｆ１９２中的一个本原元．对于 ｉ＝０，１，２，ＣＴｉ分别是以 Ｔｉ
＝｛１，３｝为定义集的常循环码，ＣＴｉ的生成多项式均是

ｇｉ（ｘ）＝（ｘ－ω
４５）（ｘ－ω１３５）＝ｘ２＋１３ｘ＋１８．

取 Ｍ＝

１ １ １ １
１ １ －１ －１
１ －１ １ －１











１ －１ －１ １

∈ＧＬ４（Ｆ１９２），

则 Ｍ（Ｍｐ）Τ＝

４ ０ ０ ０
０ ４ ０ ０
０ ０ ４ ０











０ ０ ０ ４

．

令Φ为可逆矩阵Ｍ定义的Ｇｒａｙ映射，则Φ（Ｃ）为有限
域Ｆ１９２上参数为［１６，８，６］的 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶码．而文
献［１１］只是证明了有限域 Ｆ１９２上存在参数为［１６，８，
３］的Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶码．因此，通过对比文献［１１］中
的结果，本算例构造的Ｆ１９２上参数为［１６，８，６］的 Ｈｅｒｍｉ
ｔｉａｎ自对偶码是一个新码．

５　环Ｆｐ２［ｖ］／（ｖ
ｍ－ｖ）上的 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶

常循环ＭＤＳ码
　　设Ｒ＝Ｆｐ２［ｖ］／（ｖ

ｍ－ｖ），则〈ｖ－ｋ０〉，〈ｖ－ｋ１〉，…，〈ｖ
－ｋｍ－１〉是环Ｒ的极大理想．如果 ｚ∈Ｒ是一个零因子，
则ｚ一定在某一个极大理想中．如果ｄ（Ｃ）是Ｃ＝ｅ０Ｃ０
ｅ１Ｃ１…ｅｍ－１Ｃｍ－１的极小Ｈａｍｍｉｎｇ距离并且存在ｘ∈
Ｃ，有ｗｔ（ｘ）＝ｄ（Ｃ），其中 ｗｔ（ｘ）表示 ｘ的 Ｈａｍｍｉｎｇ重
量，则ｘ的形式要么是ｘ的所有分量都在某一个极大理
想中，要么是 ｘ的所有非零分量都是单位，并且集合
｛ｄ（Ｃ０），ｄ（Ｃ１），…，ｄ（Ｃｍ－１）｝中存在与ｄ（Ｃ）相等的极
小Ｈａｍｍｉｎｇ距离．

下面给出一个构造环Ｒ上Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶常循环
ＭＤＳ码的方法．在给出这个结果之前，需要如下的几个
引理．
　　引理７［１１］　设α∈Ｆｑ２的阶是ｒ且满足ｒｓ＝ｑ＋１，其
中，ｓ是某个正整数．设ｎ是一个偶数满足ｎ｜ｑ－１．定义

Ｔ＝Ｏｒ，ｎ（１） {＼ｉｒ＋１ －［ｓ－１２］≤ｉ≤［
ｎ－１－ｓ
２ }］ （ｍｏｄ

ｒｎ）则当ｓ是奇数时，有ＣＴ是一个参数为［ｎ，
ｎ
２，
ｎ
２＋１］

的Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶α常循环 ＭＤＳ码，其中 ＣＴ表示定
义集为Ｔ的常循环码．
　　引理８　码 Ｃ＝ｅ０Ｃ０ｅ１Ｃ１…ｅｍ－１Ｃｍ－１是一个
ＭＤＳ码当且仅当｛Ｃｉ｝的维数｛ｋｉ｝均相等，ｄ（Ｃ）等于
｛ｄ（Ｃｉ）｝中的某一个 ｄ（Ｃｉ）且相应的 Ｃｉ是一个 ＭＤＳ
码，其中ｉ＝０，１，…，ｍ－１．
　　证明　一方面，由线性码理论知｜Ｃ｜＝｜Ｃ０｜｜Ｃ１｜…

｜Ｃｍ－１｜＝ｐ
２（ｋ０＋ｋ１＋…＋ｋｍ－１）．因为 Ｃ是一个 ＭＤＳ码，所以

ｄ（Ｃ）＝ｎ－ｌｏｇｐ２ｍ｜Ｃ｜＝ｎ－
１
ｍ（ｋ０＋ｋ１＋… ＋ｋｍ－１）＋１．

又因为对每个ｉ＝０，１，…，ｍ－１有 ｄ（Ｃ）≤ｄ（Ｃｉ）≤ｎ－

ｋｉ＋１，所以ｎ－
１
ｍ（ｋ０＋ｋ１＋… ＋ｋｍ－１）＋１≤ｎ－ｋｉ＋１，

即
１
ｍ（ｋ０＋ｋ１＋… ＋ｋｍ－１）ｋｉ．这说明维数 ｋ０，ｋ１，…，

ｋｍ－１的平均数都大于等于它们本身，故 ｋ０＝ｋ１＝… ＝

ｋｍ－１＝
１
ｍ（ｋ０＋ｋ１＋… ＋ｋｍ－１）．因此，ｄ（Ｃｉ）≤ｎ－

１
ｍ（ｋ０

＋ｋ１＋…＋ｋｍ－１）＋１＝ｄ（Ｃ），即ｄ（Ｃｉ）＝ｄ（Ｃ）＝ｎ－
１
ｍ

（ｋ０＋ｋ１＋…＋ｋｍ－１）＋１，即Ｃｉ均是ＭＤＳ码．
另一方面，由于Ｃｉ是一个ＭＤＳ码，所以ｄ（Ｃ）＝ｄ（Ｃｉ）

＝ｎ－ｋｉ＋１＝ｎ－
１
ｍ（ｋ０＋ｋ１＋… ＋ｋｍ－１）＋１．故 Ｃ是一

个ＭＤＳ码．
　　定理６　设ａ（ｖ）中系数ａｊ∈Ｆ


ｐ２使得ｒｊ＝ｏｒｄｐ２（ａ（ｋｊ））

且存在正奇数ｓｊ使得 ｒｊｓｊ＝ｐ＋１．设 ｎ是一个偶数满足

ｎ｜（ｐ－１）．定义Ｔｊ＝Ｏｒｊ，ｎ（１） {＼ｉｒｊ＋１ －［
ｓｊ－１
２ ］≤ｉ≤

［
ｎ－１－ｓｊ
２ }］ （ｍｏｄｒｊｎ）．令 ＣＴｊ是一个以 Ｔｊ为定义集的

ａ（ｋｊ）常循环码，ｊ＝０，１，…，ｍ－１，则 Ｃ＝ｅ０ＣＴ０ｅ１ＣＴ１
…ｅｍ－１ＣＴｍ－１是一个Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶λ常循环ＭＤＳ

码，其参数为（ｎ，｜Ｃ｜＝ｐｍｎ，ｎ２＋１）．

　　证明　由引理 ７，ＣＴｊ是参数为［ｎ，
ｎ
２，
ｎ
２＋１］的

Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶ａ（ｋｊ）常循环 ＭＤＳ码．再由引理８，结
论显然成立．
　　例６　设Ｒ＝Ｆ１７２＋ｖＦ１７２，λ＝ω

１４４＋ｖ（ω４８－ω１４４），其
中ｖ２＝ｖ，ω是 Ｆ１７２中的一个本原元，则由引理 ７，ｒ０＝
ｏｒｄ１７２（ω

１４４）＝２，ｒ１＝ｏｒｄ１７２（ω
４８）＝６．存在 ｓ０＝９，ｓ１＝３，

使得ｒ０ｓ０＝ｒ１ｓ１＝１８．令ｎ＝８，则ＣＴ０是以Ｔ０＝｛１，３，５，７｝

为定义集的［８，４，５］Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶 ω１４４常循环码，
ＣＴ１是以Ｔ１＝｛１９，２５，３１，３７｝为定义集的［８，４，５］Ｈｅｒｍｉ

ｔｉａｎ自对偶 ω４８常循环码．由定理６，ＣＴ＝（１－ｖ）ＣＴ０＋

ｖＣＴ１是Ｒ上一个参数为（８，（１７
４）４，５）的 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对

偶λ常循环ＭＤＳ码．

６　结论

　　本文中，主要研究了有限非链环 Ｆｑ［ｖ］／（ｖ
ｍ－ｖ）上

常循环码的代数结构．特别地，研究了这个环上的 Ｅｕ
ｃｌｉｄｅａｎ自对偶常循环码、Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶常循环码以

１０３
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及Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶码常循环ＭＤＳ码，给出了环Ｆｑ［ｖ］／
（ｖｍ－ｖ）上的常循环码是 Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ自对偶码的充分条
件，是 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ自对偶码的充要条件，并利用 Ｇｒａｙ映
射构造了有限域Ｆｑ上一些参数较好的自对偶码．本文
结果表明，环Ｆｑ［ｖ］／（ｖ

ｍ－ｖ）上的自对偶常循环码不仅
具有良好的代数结构，而且能够有效的构造有限域上

参数较好的自对偶码．
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